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4第四章 抽樣與抽樣分配（考古題） 
2006 年 10 月 22 日 最後修改 

4.1（95-淡江-保險） 

 

【解】 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 3 2 3

1 2 1 3 3 2 3 3

3 3

cov , cov 2 ,2

cov 2 ,2 cov 2 , cov ,2 cov ,

cov , 1

Y Z X X X X

X X X X X X X X

X X

= − +

= + + − + −

= =

 

( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 3var var 2 4var var 5Y X X X X= − = + =  

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3var var 2 4var var 5Z X X X X= + = + =  

( )
( ) ( ),

cov , 1 1
55 5var var

Y Z
Y Z

Y Z
ρ = = =  

 

4.2（94-雲科大-企管） 

 

【解】 

(1) 

( ) ( ) ( ) ( ) 100 80 120 300A B C A B CE X X X E X E X E X+ + = + + = + + =  

(2) 

( ) ( ) ( ) ( )var var var var 300 200 400 900A B C A B CX X X X X X+ + = + + = + + =  

( )var 900 30
A B CX X X A B CX X Xσ + + = + + = =  
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(3) 

A B CY X X X= + + 為常態分配： 300Yμ = 、 30Yσ =  

( ) 270 300270 1 0.1587
30

P Y P z −⎛ ⎞< = < = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

（查表） 

或從 ( )1 1 68%P z− ≤ ≤ = 來推算。 

 

4.3（94-雲科大-資管） 

 

【解】 

1 2 50Y X X X= + + +"  

iX 為在[ ]0.5, 0.5− + 的均等分配， iX 、 jX ， i j≠ 互相獨立，則 

( ) ( )
( )( )2

0.5 0.5 10, var
12 12i iE X X

− −
= = =  

Y 近似常態分配（大樣本）： ( ) ( ) 10, var 50
12

E Y Y= = ×  

( ) 55 2.45 0.0071
50 12

P Y P z
⎛ ⎞

> = > = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

（查表） 

 

4.4（94-逢甲-工工） 

 

【解】 

(a) 

( )1 1 1

0 0 0

11 1 2
2

x cdydx c x dx c c−
= − = = ⇒ =∫ ∫ ∫  
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(b) 

( ) 2
0 0

2 , 0 1z z xF Z z dydx z z−
≤ = = < <∫ ∫  

( ) ( ) 2 , 0 1df z F Z z z
dz

= = < <  

 

4.5（94-淡江-產經） 

 

【解】 

X 為 75Xμ μ= = 、 2 100 25 2X nσ σ= = = 的常態分配。 

 

4.6（94-淡江-財金） 

 

【解】 

(a) 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 2 22 2Y Y Y Y Y Y YE Y E Y Y E Y E Y E Yσ μ μ μ μ μ μ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − + = − + = −⎣ ⎦⎣ ⎦  

( )2 2 2
Y YE Y σ μ⇒ = +  

(b) 

( )( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( )

XY X Y Y X X Y

Y X X Y X Y

E X Y E XY X Y

E XY E X E Y E XY

σ μ μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ

= ⎡ − − ⎤ = − − +⎣ ⎦
= − − + = −

 

( ) XY X YE XY σ μ μ⇒ = +  

(c) 

( ) 2 2 2 2 2 2 2 2var 2 0 2X XY Y XY X YaX bY a ab b ab a bσ σ σ σ σ σ+ = + + ≥ ⇒ − ≤ +  

令 2 2 2 2 2 2 2 2, 2 2Y X Y X XY Y X X Y X Y X Y XY X Ya bσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= = − ⇒ ≤ + = ⇒ ≤  

令 2 2,Y X X Y XY X Ya bσ σ σ σ σ σ σ= = ⇒ − ≤  

因此 ( ) ( ) ( )
22 22 2 2 2

X Y XY X Y XY X Yσ σ σ σ σ σ σ σ≤ ⇒ ≤  
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4.7（94-淡江-保險） 

 

【解】 

(1) 

( ) ( ) ( )1 1 2, 8 4 1
x x

f x f x y dy xydy x x= = = −∫ ∫  

( ) ( ) 2 3
0 0

, 8 4 4y yf y f x y dx xydx yy y= = = =∫ ∫  

(2) 

( ) ( ) ( ) ( )var var var 2cov ,X Y X Y X Y+ = + +  

( ) ( ) ( )1 1 2 2
0 0

4 4 84 1
3 5 15

E X xf x dx x x dx= = − = − =∫ ∫  

( ) ( ) ( )1 12 2 3 2
0 0

4 4 14 1
4 6 3

E X x f x dx x x dx= = − = − =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) 22 1 8 8 11var
3 15 15 225

X E X E X= − ⎡ ⎤ = − × =⎣ ⎦  

( ) ( )1 1 4
0 0

44
5

E Y yf y dy y dy= = =∫ ∫  

( ) ( )1 12 2 5
0 0

4 24
6 3

E Y y f y dy y dy= = = =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) 22 2 4 4 6var
3 5 5 225

Y E Y E Y= − ⎡ ⎤ = − × =⎣ ⎦  

( ) ( ) ( )1 1 1 1 12 2 2 3
0 0 0

1
3

8 1 1 4, 8 8 1
3 3 6 9x x

E XY xyf x y dydx x y dydx x x dx ⎡ ⎤= = = − = − =⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) 4 8 4 4cov ,
9 15 5 225

X Y E XY E X E Y= − = − × =  

( ) ( ) ( ) ( ) 11 6 4 1var var var 2cov , 2
225 225 225 25

X Y X Y X Y+ = + + = + − × =  

(3) 

( )
( ) ( )

cov , 4 225 4
11 225 6 225 66var var

X Y

X Y
ρ = = =  

 

4.8（94-淡江-企管） 
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【解】 

(1) 

S² S²
X1 X1 2 0 2 1/16 0 6/16
X1 X2 2.5 0.5 2.5 4/16 0.5 8/16
X1 X3 2.5 0.5 3 6/16 2 2/16
X1 X4 3 2 3.5 4/16
X2 X1 2.5 0.5 4 1/16
X2 X2 3 0
X2 X3 3 0
X2 X4 3.5 0.5
X3 X1 2.5 0.5
X3 X2 3 0
X3 X3 3 0
X3 X4 3.5 0.5
X4 X1 3 2
X4 X2 3.5 0.5
X4 X3 3.5 0.5
X4 X4 4 0

樣本空間 X X ( )P X ( )2P S

 

(2) 
2 2 2 2

2 22 3 3 4 2 3 3 43, 3 0.5
4 4

μ σ+ + + + + +
= = = − =  

( ) 1 4 6 4 12 2.5 3 3.5 4 3
16 16 16 16 16

E X μ= × + × + × + × + × = =  

( )2 26 8 20 0.5 2 0.5
16 16 16

E S σ= × + × + × = =  

皆為不偏估計量。 

 

4.9（94-政大-財管） 
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【解】 

(A) 

( )
2

2
1
21

2

x

Xf x e σ

πσ

−
=  

1 12 2 21 12
2 2 2

dxy x x y J y
dy

−
= ⇒ = ⇒ = =  

( ) ( )
2

2 2
1 1

1 1
2 42 21 1 1 , 0

2 2 2 4

x y

Y Xf y J f x y e y e yσ σ

πσ πσ

− −− −
= = = ≥  

由 y 的範圍即可判斷不是常態分配。 

(B) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 21 1 12 1 , 0 1Xf x x x x x xβαα β
α β

−−Γ +
= − = − ≤ ≤
Γ Γ

 

1 12 2 21
2

dxy x x y J y
dy

−
= ⇒ = ⇒ = =  

( ) ( ) ( ) ( )1 2221 12 1 6 1 , 0 1
2Y Xf y J f x y x x y y−

= = − = − ≤ ≤  

 

4.10（94-政大-風管） 

 

【解】 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )var 2 var 2 var 2cov 2 , 4var var 4cov ,X Y X Y X Y X Y X Y+ = + + = + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )var 3 var var 3 2cov , 3 var 9var 6cov ,X Y X Y X Y X Y X Y− = + + − = + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

cov 3 , 3 cov 3 , cov 3 , 3 cov , cov , 3

3var 9cov , cov , 3var

3var 3var 8cov ,

X Y X Y X X X Y Y X Y Y

X X Y X Y Y

X Y X Y

+ − = + − + + −

= − + −

= − −

 

 

4.11（94-台大-商學） 
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【解】 

(C) 

 

4.12（94-台大-商學） 

 

【解】 

(B) 
 

4.13（93-雲科大-資管） 

 

【解】 

X 為常態分配： 800Xμ = 、 14,400 120Xσ = =  

Y 為常態分配： 850Yμ = 、 2,500 50Yσ = =  

求 ( )15P X Y− ≥  

X Y− 為常態分配： 800 850 50X Yμ − = − = − 、 14,400 2500 130X Yσ − = + =  

( ) ( )15 50
15 0.5 0.3085

130
P X Y P z

⎛ − − ⎞
− ≥ = ≥ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
（查表） 

 

4.14（93-雲科大-資管） 
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【解】 

t 分配的形式為
2

z

dfχ
 

( ) ( ) ( )
1 2

1 2
2

1 2 1 2
2 2 2 2 2 2 2 22 2 2

3 54 3 4 5 3 4 5

3 3
2

3

X X

X X X

X X
X X X Xt

X X X X X X
σ σ σ

σ σ

σ σ
−

−

− −
= = × =

⎡ ⎤ + + + + ++ +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

3 1.2247
2

C⇒ = =  

 

4.15（93-雲科大-資管） 

 

【解】 

Y

Y

Y Y
s s n
μ−

=  為自由度 1n − 的 t 分配 

2 0.05, 9 2.2622dftα = = = ，即 

1 1 10 10 0.95
10 10

s Y Y Y YP c c P P
Y s c s c c cs s

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞− ≤ ≤ = ≤ − ≥ = ≤ − ≥ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
或 或  
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2

*
0.95, 9

10 100.0645 49.03
0.0645dft c

c
α = = = = ⇒ = =  

（自由度 9 的 t 分配，雙尾， 0.95α = ，查表得臨界值為 0.0645。） 

 

4.16（93-淡江-國貿） 

 

【解】 

若 1 2, , , nX X X… 為 i.i.d.，來自平均數 μ、標準差σ 的母體，令 

  1 2 nX X XX
n

+ + +
=

"  

則當 n →∞時， X 會成為平均數 μ、標準差 nσ 的常態分配。 

 

4.17（93-淡江-財金） 

 

【解】 

( ) ( )
2

, varE X X
n
σβ= =  

 

4.18（93-淡江-保險） 

 

【解】 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, 0z z x x z
Y Xf z f z x f x dx e e dx ze z− − − −= − = = >∫ ∫  

 

4.19（93-淡江-保險） 
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【解】 

( ),x y 範圍： 

  ( )1,0 x

y

( )1,0−

( )0,1

 

令 ( ) 1,f x y
m

= ，則 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1

0 1 0 1 0

1 1 1, 1 2 2 2 1 1

1

y y

y x y y x y y
f x y dxdy dxdy y dy

m m m
m

− −

= = − = = − =
= ⇒ = − = − =

⇒ =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

(d) 

  
( )1,0 x

y

( )1,0−

( )0,1

3
4

3
4

1
4

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 3 31 1
4 4 4 4 4

1 1
4 4

1

0 1 1 0

22 2

3 3 7
4 4 4

7 3 31 1 1 1 1
4 4 2 4 4 4 4 4

, 2 2

292
32

y

y x y y x y y y
P X Y dxdy dxdy y dy y dy−

= = − = = − = =
≤ ≤ = + = − + −

⎡ ⎤⎡ ⎤= − + × − − + =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
×

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

(e) 

  ( )1,0 x

y

( )1,0−

( )0,1
x y=

 

( ) ( ) ( )1 1
2 2

21

0 0
1 1
2 2

10 1 2
4

y

y x y y
P X Y dxdy y dy−

= = =
− ≥ = = − = − =∫ ∫ ∫  

 

4.20（93-政大-財管） 
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【解】 

(a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4
1 1 1
4 4 4 4E Y E Y Y Y Y E Y E Y E Y E Y μ μ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + = + + + = =⎣ ⎦⎣ ⎦  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4

2 2
1 2 3 4

1
4

1 1 1
16 16 4

var var

var var var var 4

Y Y Y Y Y

Y Y Y Y σ σ

⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦

⎡ ⎤= + + + = =⎣ ⎦
 

(b) 

( ) 1 2 3 4
1 1 1 1 1 1 1 1
8 8 4 2 8 8 4 2E W E Y Y Y Y μ μ μ μ μ⎡ ⎤= + + + = + + + =⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 2 2 2
1 2 3 4

1 1 1 1 1 1 1 1 11
8 8 4 2 8 8 4 2 32var varW Y Y Y Y σ σ σ σ σ⎡ ⎤= + + + = + + + =⎣ ⎦  

(c) 

因 ( ) ( )2 21 11
4 32var varY Wσ σ= < = ，所以就有效性（efficiency）而言，Y 比W 好。 

 

4.21（93-台大-商學） 
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【解】 

(A)、(B)、(C)中只有(B)才是機率密度函數，因此只有(B)、(D)才可能是答案。 

 ( )2 2 21 122 2
0 0

2x y re dxdy re drdπ θ π
− +∞ ∞ ∞ −

−∞ −∞
= =∫ ∫ ∫ ∫  

 

( )1 1
1 2 1 20 0

1 , 1dx dx f X X= ⇒ =∫ ∫  

( )
( )

( )

( )

2 21
1 22

1 1 2 1
1

2 1 2 2 2 1
1

2

2ln cos 2

2ln sin 2 tan

z zz X X X e
z X X X z zπ

π

π

− +

−

⎧⎧ = − =⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
= − =⎪ ⎪⎩ ⎩

 

( ) ( )2 2 2 21 1
1 2 1 22 21 1

1 2
1 1

,z z z zX Xz e z e
z z

− + − +∂ ∂
= − = −

∂ ∂
 

2 2 2 1
2 2 2 2

1 21 2 1 2

1 1,
2 2

X z X z
z zz z z zπ π

∂ ∂
= − =

∂ ∂+ +
 

( ) ( )
( )

2 2 2 21 1
1 2 1 22 2

2 21
1 22

1 1
1 2

1 1
2 1

2 2 2 2 2 2
1 2 1 21 2

1
1 1 2

2 2

z z z z

z z

X X
z e z ez zJ ez zX X

z z z zz z
π

π π

− + − +

− +

∂ ∂
− −∂ ∂= = = −

∂ ∂ −
+ +∂ ∂

 

( ) ( ) ( )2 21
1 22

1 2 1 1
1, ,

2
z zg z z J f X X e

π
− +

⇒ = =  


